
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۹                                      ۲۴۰ 

 تذکرات پیش از آزمون:

 ضمن آرزوی موفقیت برای شما داوطلب گرامی، خواهشمند است به نکات زیر دقیقاً توجه فرمایید:

  است. ساعت ۴و وقت آن  سؤال ۹تعداد سؤالات این آزمون 

 شود نام و نام خانوادگی خود را حتماً بنویسید.که به شما داده می بر روی هر برگه پیش نویس 

 ای ننویسید.در زیر خط چین بالای پاسخنامه غیر از جواب سؤالات هیچ علامت یا عبارت مشخصه 

 آوری نماید.را ملاحظه و جمع هاآنی خود را در دسترس نگه دارید تا مسئول مربوط بتواند معرفی نامه و کارنامه 

 .استفاده از ماشین حساب مهندسی که قابل برنامه ریزی نباشد، مجاز است 

 به هر شکل که باشند، مجاز نیست. هاآلماناکها و های نجومی، اطلساستفاده از جدول 

 شود. لذا آن را قبل از شروع آزمون به هنگام آزمون همراه داشتن تلفن همراه )خاموش یا روشن( تخلف محسوب می

 تحویل دهید. مسئول حوزه

 .نتایج این آزمون در اواخر خرداد ماه اعلام خواهد شد 

 تهیه شده است. کامبیز خالقیی تشریحی این آزمون توسط آقای پاسخنامه 

 

 و پاسخ تشریحیدفترچه سوالات 
 دوممرحله 

 ۱۳۷5ریاضی سال لمپیاد ی ادوره همینچهارد

-                                  ۴                                      ۱۸۰ 

 تذکرات آزمون:

پاسخ به سؤالات آزمون به موارد زیر توجه  پژوه گرامی، خواهشمند است قبل ازضمن آرزوی موفقیت برای شما دانش

 کنید:

  است.دقیقه  ۱۸۰و وقت آن  ی تشریحیمسأله ۴این آزمون شامل 

 حساب در این آزمون غیر مجاز است.استفاده از ماشین 

  نیستهمراه داشتن تلفن همراه )حتی خاموش( در طول زمان آزمون مجاز. 

 ا با خود ببرند که تا پایان آزمون در جلسه حضور داشته باشند.ی سؤالات رتوانند دفترچهفقط داوطلبانی می 

  انجام شده است.ی اجرایی ماخ کمیتهانتشار و بازتولید این سوالات توسط 

 

 

 

 حساب در این آزمون مجاز نیست.استفاده از ماشین



 

۲     
 

 

 

 ۱۳75سال                            ۱۴دوره  دوممرحله 

 کنند:زیر صدق می هسه عدد حقیقی مثبت باشند که در رابط cو  a ،bفرض کنید           -1

a a c a b c( ) ( )2 2 2 2 4 4 42 

 توانند اضلاع یک مثلث باشند.می cو  a ،bثابت کنید 

 

 طوری که، اعدادی طبیعی باشند به dو  a ،b ،cفرض کنید    -2

ab cd 
Sآیا  a b c d تواند عددی اول باشد؟می 

 

 AECو  ADBگیریم به طوری که مثلثهای در نظر می ABCخارج مثلث  Eو  Dمفروض است. نقاطی مانند  ABCمثلث         -3

E)الساقین باشند متساوی هالزاویقائم D,90 90.) 

 الساقین است.متساوی یالزاویهنیز قائم DFEباشد ثابت کنید مثلث  BCوسط ضلع  ینقطه Fاگر 

 

دو نقاط اند. ثابت کنید مجموع فواصل دوبهطور دلخواه قرار گرفتهآبی نه لزوماً متمایز به ینقطه nقرمز و  ینقطه nروی یک خط راست         -4

 دو نقاط با رنگهای یکسان کمتر نیست.با رنگهای متفاوت از مجموع فواصل دوبه
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 ۱۳75سال                        ۱۴دوره  دوممرحله 

 پاسخ نامه تشریحی
 

 نابرابری داده شده معادل است با توان ثابت کرد کهآسانی میه ب         -1

a b c a c b a c a a b c( )( )( )( ) 0 
aاگر این رابطه برقرار باشد، بدون کم شدن از کلیت مسأله فرض کنید b c. اند. های دوم، سوم و چهارم مثبتدر این صورت، جمله 

aاول نیز باید مثبت باشد. یعنی  هبنابراین جمل b  و این همان نابرابری مثلث است. دو نابرابری دیگر مثلث نیز به روشنی برقرارند. 0

 

 کنیم.ابتدا لم زیر را بیان و ثابت می         -2

 

abعددهایی طبیعی باشند به طوری که  dو  a ،b ،cاگر  لم. cd آنگاه عددهای طبیعی ،x ،y ،z  وt وجود دارند که 

a xy b zt c xz d yt,       ,       ,       

x. فرض کنید که برهان a c( , mجا )که در این ( n( , aدهد(. فرض کنید را نشان می nو  mعلیه مشترک بزرگترین مقسوم ( xa 

cو xc،در این صورت . a b c d چون .a a b|  پسc c d|  و چونa c( , ) a پس 1 d|،بنابراین .d a u به دلیل .

bمشابه  cv شودو با جایگذاری در معادله نتیجه میu v حال کافی است قرار دهیم .z c y a, وt u v.  

 حال بنابر لم بالا،

a b c d xy zt xz yt x t y z( )( ) 

 عددی مرکب است. Sو بنابراین، 

 

 کنیم.بنا می ACو  ABرا روی اضلاع  APQCو  AMNBبرای اثبات، دو مربع          -3

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 گیریم. روشن است کهرا در نظر می ACMو  ABPاند. حال دو مثلث مراکز این دو مربع Fو  Eواضح است که 

AB AM AC AP MAC BAP, , 

 .BP = MCاند. بنابراین پس این دو مثلث مساوی

AMبا توجه به اینکه  AB  وAP AC روشن است که مثلث ،ABP  از دوران مثلثAMC آید. به دست می 90 هبه انداز

MC بنابراین BP. 

و برابر نصف آن است. به دلیل مشابه  BPموازی  EFرا به هم وصل کرده است بنابراین  BCPوسطهای دو ضلع مثلث  FEروشن است که 

FD  نیز موازیMC  و برابر نصف آن است. چونBP  وMC شود که اند، نتیجه میمساوی و عمود بر همDF  وFE  نیز برابر و بر هم

 کند.عمودند و این حکم مسأله را ثابت می
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 ۱۳75سال                            ۱۴دوره  دوممرحله 

Aفرض کنید که           -4 A..., ,2 nو  1
A  نقاط قرمز وB B..., ,2 را روی این خط انتخاب  Oدلخواه  هنقاط آبی را نمایش دهند. نقط nBو  1

iدهیم کنیم و قرار میمی i
a OA| و  |

i i
i n b OB( , ,..., ) | |1  :فرض کردتوان بدون کاسته شدن از کلیت مسأله می. 2

n
a a a1 2 

 و

n
b b b1 2 

 توانیم بنویسیماکنون می

i j i j i j i j
i j i j i j i j

j i j j
i j i j

j i j j
i j i j

i j
i j

a a b b a a b b

a b b a

a b b a

a b
,

| | | | ( ) ( )

( ) ( )

| | | |

| |

 

 و این دقیقاً همان حکم مسأله است.

بعدی اقلیدسی نیز در نظر بگیریم، کماکان حکم مسأله درست خواهد  -n. اگر نقاط را به جای اینکه روی خط بگیریم، در یک فضای یادداشت

 کنیم شود. این قضیه را بیان میلوی برای این حالت خاص مسأله که بررسی کردیم نتیجه می هبود. این مطلب با به کار بستن قضی

 فرض کنید که قضیه.

ij ij
i p j r a i q j r b( , ) , ( , )1 1 1 1 

 قی و دلخواه باشند. اگر نابرابریاعدادی حقی
p qr r

ij j ij j
i j i j

a v b v
1 1 1 1

 

jبرای مقادیر حقیقی 
j r v( نیز برقرار  (2درست باشد، آنگاه این نابرابری برای بردارهای یک فضای ضرب داخلی حقیقی )مانند  1(

 خواهد ماند.

 


